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PREAMBULE 

La disparition brutale d'Olivier Leroy en avril 1996 a privé la communauté 
mathématique d'un esprit brillant(*) mais bien méconnu. 

Le texte qui suit est la transcription fidèle d'un manuscrit qu'il avait rédigé 
en 1995 à la suite de deux exposés donnés au séminaire AGATA sur le problème 
de la mesure dans les lieux. D'autres travaux sur le même sujet ont été laissés en 
chantier par O.Leroy, en particulier une amorce de théorie de l'intégration, mais 
nous ne présentons ici, pour l'instant, que la partie consacrée à la mesure. 

Nous avons pris l'initiative de compléter le texte original par : une introduc- 
tion, les notes en bas de page, des ajouts entre doubles crochets ([[■•■]]), ainsi 
qu'une annexe (sous-espaces et sous-lieiix d'un espace topologique). 



Montpellier le 20 mai 1998 
Jean Malgoire, Christine Voisin 



(*) voir par exemple : A. Grothendieck, Récoltes et Semailles, Tome II, note 96, 
pages 409 à 413. 
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Il est bien connu que l'axiome du choix implique l'existence de parties 
non mesurables pour la mesure de Lebesgue sur M ainsi que l'existence de 
décompositions "paradoxales" de la boule unité de (Banach-Tarski). Ceci est 
généralement interprété comme le prix à payer pour les nombreux services rendus 
par cet axiome (*). 

La théorie proposée par Olivier Leroy montre que l'on peut avoir simul- 
tanément l'axiome du choix et "tout est mesurable" ! Elle se place dans le cadre 
des lieux (terme français choisi par l'auteur comme traduction de l'anglais locales) 
qui sont des cas particuliers de topos au sens de Grothendieck : un lieu est sim- 
plement un ensemble ordonné qui a les propriétés formelles de l'ensemble ordonné 
des ouverts d'un espace topologique. Les lieux ont déjà fait l'objet de nombreuses 
études (cf (**) et son abondante bibliographie). 

Un des aspects remarquables de cette théorie (en particulier pour ceux, 
nombreux, qui ont une méfiance systématique pour les généralisations...) est qu'elle 
s'applique de manière pertinente aux espaces topologiques habituels dans lesquels 
elle fait apparaître des "sous-espaces non classiques" (des sous-lieux) ; avec pour 
conséquence que l'intersection (aux sens des sous-lieux) de sous-espaces ordinaires 
n'est plus forcément un sous-espace ordinaire. (***) 

Le résultat le plus frappant est sans doute que le prolongement naturel de 
la mesure extérieure de Lebesgue (sur [0, 1] par exemple) à tous les sous-lieux de 
[0, 1] est une mesure a-additive extérieurement régulière ! ! ! 

Les partitions (ensemblistes) "paradoxales" qui donnaient des parties 
non mesurables au sens de Lebesgue ne sont plus des partitions au sens des lieux : 
il y a des intersections cachées . . . 



(*) par exemple, comme nous l'avait fait remarquer Olivier Leroy, la moyennabili- 
té des groupes abéliens : i.e. l'existence de mesures additives (ou densité) invari- 
antes par translations, de masse totale 1, définies sur l'ensemble de toutes les 
parties. 

(**) Sheaves in Geometry and Logic. S.Mac Lane & I.Mocrdijk. Springer 92. 
(***) on a par exemple un sous-lieu de M (appelé lieu générique de M ) qui est 

l'intersection des ouverts denses et qui est encore dense (bien que sans point !). 
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I - SOUS-TOPOS DANS LES ESPACES TOPOLOGIQUES 

1 - Reconstitution d'un espace topologique à partir de ses ouverts. 

Vocabulaire et notation. On dit qu'un espace E est irréductible s'il est non- vide et 
s'il n'existe pas dans E deux ouverts non-vides disjoints. D'autre part, on appelle 
point générique de E tout point x tel que (x) = E. Enfin, on dit que E est sobre 
si toute partie fermée irréductible de E admet un point générique et un seul, 
(en particulier : 1) tout espace séparé est sobre, puisque tout fermé irréductible se 
réduit à un point, 2) Si A est un anneau commutatif unifère, Spec A est sobre). 

Tous les espaces considérés dans la suite sont supposés sobres. Pour tout 
espace E, on notera 0{E) l'ensemble des ouverts de E ordonné par inclusion. 

Proposition 1. Etant donnés deux espaces sobres E, F et une application 
croissante (p : 0{E) — y 0{F), les propositions suivantes sont équivalentes : 

a) Il existe une unique application continue f : F — > E telle que 
f~^{V) = (f{V) pour tout ouvert V de E. 

b) (p{$) = 0, (p{E) = F, et (p commute aux intersections ûnies et aux réunions 
quelconques. 

(En particulier si F se réduit à un point, on obtient une description de l'ensemble 
des points de E en termes de l'ensemble des ouverts.) 

Cette proposition montre qu'on peut plonger la catégorie des espaces (sobres) 
et applications continues dans une catégorie plus large de "lieux" [loci en anglais) 

(*)• 

Définition 1. Un lieu E consiste en la donnée d'un ensemble ordonné {0{E), c), 
([[dont les éléments sont appelés ouverts]]) qui a les propriétés suivantes : 

a) Il existe un plus petit élément Oe (ou 0) et un plus grand élément 1e (ou 
E par abus de notation) 

b) Toute famille (Vi) d'éléments de 0{E) a une borne supérieure, ([[appelée 
réunion]]), et notée UT^. 

i 

c) Tout couple U,V d'éléments de 0{E) a une borne inférieure, ([[appelée 
intersection de C/ et F]]), et notée UOV. 



(*) ou encore locales. 



d) Pour toute famille (Vi) d'éléments de 0{E) et tout W eO{E), on a 

wn{uVi) = u{wnVi) 

i i 

(En d'autres termes, 0{E) est un treillis distributif complet). 

Définition 2. Etant donnés deux lieux E, F un morphisme / : E — > F est une 
application croissante /* : 0{F) — y 0{E) telle que 

a) r{OF) = OE, r{iF) = iE 

b) /* commute aux intersections finies et aux unions quelconques. 

Pour tout U e 0{E), l'ensemble des V e 0{F) tels que f*{V) G U a. donc 
un plus grand élément qu'on notera f*{U). 
On a la relation d'adjonction 

Elle implique que /* est entièrement déterminée par 

Commentaire. La structure de lieu est équivalente à celle de topos (de Grothen- 
dieck) engendré par ses ouverts ; les morpliismes de lieux s'identifient aux mor- 
phismes (géométriques) de topos. D'après la proposition 1, on a une équivalence 
naturelle entre la catégorie des espaces sobres et applications continues, et une 
sous-catégorie pleine de la catégorie des lieiix. 

2 - Notion de sous-lieu. 

Lemme 1 et définition. Pour tout morphisme de lieux f : E — > F, les propriétés 
suivantes sont équivalentes 

(i) /* est surjective 

(a) /* est injective 

(m) f* = lo(£;) [/Les compositions sont notées par juxtaposition.]] 
On appellera plongement tout morphisme de lieux ayant ces propriétés. 

Preuve : découle immédiatement de la relation d'adjonction entre /* et /*. 

Remarque. Soit / : E — ^ F une application continue entre espaces sobres. Pour 
que / soit un plongement (en tant que morphisme de lieux) il faut et il suffit qu'elle 
soit un homéomorphisme de E sur un sous-espace de F. 
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Preuve. La condition est suffisante par définition de la topologie induite. 

Inversement, supposons que / soit un plongement. Soit x, x' deux points de E 
tels que j{x) = f{x'). Alors /*(£'— (x)) = /*(£"— (x')), d'où (x) = {x') puisque /* 
est injective, et x = puisque E est sobre. Donc l'application x i-> j{x) est une 
bijection de l'ensemble des points de E sur un ensemble de points de F. Puisque 
/* est surjective, c'est un homémorphisme sur le sous-espace correspondant. 

Lemme 2. Soient i : X — > E un plongement et f : Y — )■ E un morphisme de 
lieux. Pour que f se factorise par i, il faut et il suffît que f*f*{V) D i^i*{V) pour 
tout V e 0{E). 

Corollaire : deux plongements i : X — )■ E et j : Y — y E sont isomorphes si et 
seulement si i^i* — j^j* . 

Preuve du lemme 2 : Condition nécessaire. Pour tout V G 0{E), on a F C f*:f*{V) 
par adjonction entre /* et /*. Soit g : Y — > Y tel que / = ig. On a successivement 

Vci,g,g*i*iV) 
i*{V) C g*g*i*{V) par adjonction 

iJ*{V)ci,g.g*i*{V) = fJ*{V) 

Condition sufRsante. On a f*f*f* = /* : en effet, si V G 0{E), on a F C f*f*{V), 
donc f*{V) C f*fJ*{V). D'autre part, rinclusion fJ*{V) C fJ*{V) donne par 
adjonction f*f*f*{V) C f*{V). Supposons maintenant ij* C /*/*. Alors 

nv) = rij*{v) 

pour tout V e 0{E) : en effet 

V ciJ*{V) ^ nv) G fH,t%V) 

et d'autre part 

ij*{v) C f.nv) =^ fxe{v) c runv) = nv) 

Par conséquent, étant donnés V,W E 0{E), la relation i*{V) = i*{W) implique 
f*{V) = f*{W). Puisque i* est surjective, il existe donc une application et une 
seule g* : 0{X) — 0(Y) telle que g*i* = f*. Puisque /* et i* commutent aux 
intersections finies et aux réunions, il en est de même pour g*, cqfd. 



Lemme 3. Soient E un lieu et e : 0{E) — )■ 0{E) une application croissante. Les 
propriétés suivantes sont équivalentes 

(a) il existe un lieu X et un morphisme f : X — > E telque e = f^f*. 
(a bis) idem avec un plongement 

(b) e est idempotent, pour tout U,V e 0{E), e{U) D U, et e{U nV) = 
e{U)ne{V) . 

Preuve, (a) =^ (b). Les deux premières propriétés de b) ont été établies dans la 
démonstration du lemme précédent ; d'autre part commute aux inf quelconques 
pour tout morphisme de lieux /, puisque c'est l'adjointe à droite de /*. 

(b) =^ (a bis). Soit Q l'ensemble des V e 0{E) tels que e{V) = V ; c'est 
aussi l'image de l'application e. Prouvons que fl est un treillis distributif complet 
pour l'ordre induit. 

1) Si U,V e alors e(U nV) = e(U)ne(V) = UnV, donc UnV E il. 

2) Soient ÇVi) une famille d'éléments de fi et 1^ un élément de il. On a : 

Vz e /, ViCW ^uViCW 

i 

<^ e(uv;) c w 

i 

donc e{UVi) est borne supérieure de la famille (Vi) dans il. 

i 

3) Enfin, avec les mêmes notations, on a 

Wne{UVi) = e{W)ne{UVi) = e{Wn{UVi)) = e{U{W nVi)) 

i i i i 

d'où la distributivité. 

On peut donc définir un lieu X par 0{X) = il ; nous avons aussi démontré 
que l'application e : 0{E) — > il qui est surjective est l'image inverse pour un 
morphisme de lieux i : X — > E qui est un plongement. Etant donnés V G 0{E) 
et W e il, on a 

e{V) cW CW 



donc est l'inclusion il 



0{E), d'où ij* = e. 
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3 - Définition d'un sous-lieu ; inclusion. 

Un sous-lieu X d'un lieu E consiste en la donnée d'une application 

: 0{E) 0{E) 

ayant les propriétés équivalentes du lemme 3 (projecteur associé). On "matérialise" 
le lieu correspondant par 

0{X) = Im(e^) = {Ve 0{E) \ e^V) - V} 

le plongement '■ X — > E étant donné par ix{V) = ^x(^)'> (*x)*(^) — ^^ 
Le lemme 2 justifie la définition de l'inclusion entre sous-lieux : 

X cY si Cx ^ ey 

4 - Réunions et intersections. 

Proposition et définition. Soient {Xi)i une famille de sous-lieux de E et {e^)i 
les projecteurs associés. Pour tout V G 0{E), soit eiV) la réunion des W G 0{E) 
qui sont contenus dans tous les e^{V). Alors 

i) e est le projecteur associé à un sous-lieu X de E 

a) un sous-lieu Z de E contient X si et seulement si il contient tous les X^ . 
X est encore appelé la réunion des Xi et noté UXj. 

i 

Preuve de i). Puisque V C e-{V) pour tout i, on a F C e{V). Pour prouver que e 
est idempotent, on remarque que 

Enfin, étant donnés U,V,W e 0{E) 

W C e{UnV) C CiiUnV) pour tout i 

W C e^iU) n e^iV) pour tout i 
C e{U)ne{V) 

Preuve de ii). Si Xi C Z pour tout i, alors C pour tout i, donc G e — Cy 
Inversement, Xi C Y pour tout i puisque e C e^. 
On appelle Y la réunion des Xi 
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On a donc aussi une intersection notée (iXi : c'est la réunion des sous-lieux 
contenus dans tous les Xj. Je ne connais pas de formule générale pour le projecteur 
associé à une intersection (voir cependant Lemme 10). On démontrera plus loin 
que 

xnçvuz) = (xnF)u(xnz) 

quels que soient les sous-lieux X,Y,Z de E (ce n'est pas immédiat). Mais 
l'intersection n'est pas distributive par rapport aux réunions infinies (*). 

5 - Images directes. 

Soit / : E — > F un morphisme de lieux. L'application /*/* : 0{F) — > 0{F) 
est le projecteur associé à un sous-lieu Im(/) de F. D'après le lemme 2, Im(/) est 
le plus petit sous-lieu de F par lequel / se factorise. Pour tout sous-lieu X de E, 
on définira l'image directe de X par 

/(X) = Im(/i^) 

[[voir note ci-dessous (**)]] 

Lemme 4. Les images directes sont transitives : étant donnés deux morphismes 
de lieux f : E — > F, g : F — > G et un sous-lieu X de E, on a 

{gf){X) = g{f{X)). 

(*) Contre exemple : soit 7m le lieu générique de M (cf plus loin en 11) ; comme 
R est sans point isolé on a 7e fl [{x}] = pour tout x dans R. D'où 

7M n ( u [{x}]) = 7K 7^ = u (7K n [{x}]) . 

xEm. xEM. 

(**) on a la formule fort utile 

^f{x) — f*^xf* 
En effet : (/^x)*(/^x)* = /*(^x)*(^x)*/* = U^xf* 



Preuve. Soit Y = f{X), et considérons le diagramme commutatif 
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X 



Y 



E 



-y F 



Puisque Y est le plus petit sous-lieu de F par lequel fix se factorise, on a 
Im(tt) = y, d'où u^u*{V) = V pour tout V G 0{Y). Si h = gfixi on a donc 

Kh* = g^{iY)*u^u*{iY)*g* = g*{iY)*{W)*9* 



Lemme 5. Pour tout morphisme de lieux f : E — > F et toute famille (Xi) de 
sous-lieux de E, on a 

fiUXi) = Uf{Xi) 

l l 

[[voir une autre preuve dans la note ci-dessous :(*)]] 



(*) On a 

i i 

On a par définition de e^jj:^^.) '■ pour tous W, W ouverts de F, 



Vz, W'cif.exjmW) 
Vz, r{W')cex^{r{W)) 

nw')cie^x.inw)) 

i 

W'dMe^xJinW)) 

W c{ef^^x.))iW) 



d'où: /(UX,) = U/(X,). 
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Preuve. On définit la somme disjointe S des fieux par 

0{S) = U,0{X,) 

Les inclusions Ui : — )■ S étant données par u* = pri. Les plongements Xj — )■ E 
donnent un morphisme u : S — > E 

La réunion des Xi est l'image de u : 

en efi'et, pour tout {Wi)i e 0{S) et tout V e 0{E), on a 

V C u,{(Wi)i) ^ u*{V) C (W,), 

<ï=^ V cWi pour tout i 

Donc M*tt*(V^) est le plus grand élément de 0{E) contenu pour tout i dans e^. {V). 

Notons T la somme disjointe des f{Xi) et v : T — > F le morphisme naturel. 
Considérons le diagramme commutatif 



/' 



T 



E 



F 



on a 

/(UXj) = /(Imw) = Im(/w) (lemme 4) 

i 

= Im{vf') = v{Im f) (lemme 4) 
= v{T) = Uf{Xi) 
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6 - Images réciproques. 

Soient E — >F un morphisme de lieux et Y un sous-lieu de /. D'après le 
lemme 5, l'ensemble des sous-lieux X de E tels que f{X) C y a un plus grand 
élément que nous noterons f~^{Y). Plus généralement, pour qu'un morphisme de 
la forme h : A — > E se factorise par f~^{Y), il faut et il suffit que fh se factorise 
par Y : en effet 

Im/i C f~\Y) <^ filmh) C y <^ Ini(//i) C Y 
Autrement dit, on a le diagramme cartésien 

f-i(Y) y Y 



E > F 

[[voir note ci-dessous :(*)]] 

7 - Sous-lieux ouverts. 

Soient E un lieu et U,H e 0{E). Nous noterons ejj{H) le plus grand 
W e 0{E) tel que W nU C H. On vérifie que ejj est le projecteur associé 
à un sous- lieu que nous noterons provisoirement [C/]. Les deux lemmes suivants 
permettrons d'enlever les crochets. 

Lemme Q. a) Pour tout sous-lieu X de E et tout U G 0{E) 

Xc[U]^eAU)^lE 

(*) i) Si ix désigne l'inclusion d'un sous-lieu X dans E et Z un autre sous-lieu, 
on la formule r ^ {Z) = ZnX comme cas particulier d'image inverse, 
ii) On vérifie aussi sans difficulté la commutation des images inverses aux inter- 
sections quelconques : 

f-\nix,)) = n r\x,) 



b) Etant donnés U,V e 0{E) on a 

[C/nF] = [C/]n[F], euç,v = ^u^v = ^v^u et U dV ^[U](l[V] 

c) Pour toute famille (Vi) d'éléments de 0{E), on a 

U[Vi\ = [UVi\ 

t % 

d) Pour tout morphisme de lieux f : E — > F et tout V G 0{F) on a 

r\[v]) = [nv)] 



Preuve. 

a) Si X C [U], alors 1e — ^ui^) ^ ^x(^)- Inversement, si e^(C/) = 1e, alors 
pour tout H eO{E) 

euiH) C e^ieuiH)) = e^iUneuiH)) = e^iUnH) C e^(iJ) 

b) Si t/ C V, alors pour tout H e 0{E) 

ey{H)nU C ey{H)nV C H 

donc ey{H) C e^iH), d'où [U] C [V]. 

Inversement, si [U] C [V], alors 1e = ^vi^) ^ui^)^ donc U gV. 
Pour tous W,H e 0{E) on a 

^ c e^(e^(iï)) 

donc Cfjpiy = ejjCy. 

Si X est un sous-lieu de E contenu dans [U] et [V] on a donc pour tout 

H e 0{E) 

^xiH) = exBxiH) D exey{H) D e^eyiE) = e^nvi^) 



donc [U] n[V] C [?7 n F] ; et on a déjà prouvé l'inclusion inverse. 
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c) Posons X = \j[Vi] et [/ = n Vi. Pour tout W,H e 0{E) on a 

i i 

W c ex{H) ^ Vi, W d ey.{H) 
<^ Vz, Wf\Vi C H 

<^ wr\u C H 

d) Posons U — f*{V). Prouvons que f{[U]) C [V^]. Soit g la composée 
[U] — > E — > F. Pour tout H e 0{E) on à 

r {ey {H))nU = r {ev (H) nV) = r{HnV)c r (H) 

donc r{ey{H)) C eutiH) d'où ey{H) C UeutiH) = g.g*{H). 

Inversement, soit X un sous-lieu de E tel que f{X) C \y]. Soit ^ = fi-^ la 
restriction de / à X. On a 

lF = ey(y) C/i*/i*(F) 

donc 

l^; = r(lF)cr(l/) = e^(r(y)) 
d'où X c d'après (a). 

Lemme 7. Soient X un sous-lieu de E et U e 0{E). Pour tout V G 0{E) 

V C ex(U) ^ [V]nX C [f/]. 

Preuve. Soit i le plongement de X dans On a 

<^ c i*(C/) 

<^ X n[y] c X n[C/] lemme 6, b) et d) 

<^xn[y] c [C/]. 

Nous pouvons donc identifier 0{E) à une partie de l'ensemble SL{E) des sous- 
lieux de E, stable par intersections finies et réunions quelconques, et nous parlerons 
simplement d' "ouverts" de E. Le lemme 7 permet de faire tous les "calculs" dans 
SL{E). 
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8 - Sous-lieux fermés. 

Etant donné un ouvert V de E, nous définissons le complémentaire E — V par 

e^-viH) = H\JV pour tout ouvert H. 

Lemme 8. Pour tout sous-lieu X de E 

V\JX = E <^ E-VcX 

vnx = $ <^ xcE-v 

(Corollaire :(E-U = E-V) =^ U = V) 

Preuve, a) Pour tout ouvert H de E on a 

ex{H) C ex{HUV) = ex{H UV) n eyiH UV) 

= exuv{HUV) 

donc si XUV = E, e^(iï) C HUV = eE_viH). 

Inversement, prouvons que V \J{E — V) = E. Pour tout ouvert H 

{H)n 

^E-V 

{H) = {ey{H)nV)U{ey{H)nH) 
C H[JH = H 

b) On a V r\{E — V) = $. En effet, si X est un sous-lieu contenu dans V et 
E — V, alors pour tout ouvert H on a 

^xiH) = exCxiH) D eye£_y(if) 
= ey{HUV) = E 

Le reste de la proposition découle du lemme suivant appliqué k g — ix- 
Lemme 9. Pour tout morphisme de lieux g : A — y E, on a 

g-\E-V) = A-g-\V). 

Preuve. Soient h : B — > F un morphisme de lieux et W un ouvert de F. Pour 
que h se factorise que F — W, il faut et il suffit que h~^{W) — 0. En effet. 
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h se factorise par F — W 



h,h*{U) D e^_vK(t/) m e 0{E) 

h*{U) D h*eF_w{U) yU e 0{F) 

h* (U) Dh*{UUW) = h* (U) U h* (W) VC/ e 0{F) 

h*{W) = ll} 



Par conséquent, 
h : B — y A se factorise par A — g~^{V) 



h-'g-\V) = $ 

gh se factorise par E — V 

h se factorise par g~^{E — V) 



Lemme 8 bis. XU{E - V) = E V G X, 

X n(E -V) = $ ^ X cv. 

Preuve, a) V C X veut dire : e^(iï) C ey{H), ou encore : e-^{H) nV d H, pour 
tout H eO{E). 

X[J{E -V) = E veut dire e^{H) n{H[JV) = H, ce qui revient au même. 

b) Si X C V, alors Xr]{E - F) = puisque V n{E - V^) = 0. 
Si Xn{E - F) = 0, alors = ix^(E -V) = X- ix\V), 
donc ix\V) = X, d'où X cV. 

Remarques : a) Pour toute famille {Vi)i d'ouverts de E, on a 

E-UV,^n{E- Vi) 

i i 

En effet, soit V = \JVi. Pour tout sous- lieu X de E 

i 

X CE-V <^ ex{H) D HUV pour tout h 

<ï=^ ex{H) D iï U Vi pour tout h et tout i 
<ï=^ X C E — Vi pour tout i. 

b) Quels que soient les ouverts V, VF on a 



E-{vnw) = {E -V)U{E -W) 



En effet, si F = E — (VDW), on a pour tout ouvert H 

epiH) = H\j{VnW) = {HUV)n{HUW) 

= eE-v{H)neE-w{H) 

Les complémentaires des ouverts ont donc bien les propriétés générales des 
fermés d'un espace topologique. L'application U i — > E — U est une bijection 
décroissante entre les ouverts et les fermés, elle transforme les intersections finies 
en réunions finies et les réunions en intersection. 

9 - Intersections des sous-lieux avec les ouverts et les fermés. 

On n'a pas de formule générale pour le projecteur associé à l'intersection de 
deux sous-lieux, cependant 

Lemme 10. Soit X un sous-lieu de E. 

Pour tout ouvert U on a : ^unx — ^u^x 

et pour tout fermé F : nx ~ ^x^f- 

Preuve, a) Etant donnés des ouverts V et H 

y C exnu{H) <^ Vf\Xf\U C H 

b) Pour tout ouvert H, on a 

exep{H) C &xnF^xr\F{H) = e^n^l-^) 

Il suffit donc de vérifier que e = e^ep est le projecteur associé à un sous- lieu. Soit 
V l'ouvert complémentaire de F. Pour tout ouvert H, on a 

e(H) = exiVUH) 

epe{H) = ex{VUH)UV = exiVUH) 

et donc ee{H) — e{H). Les autres propriétés sont évidentes. 

[[voir corollaire ci-dessous (*)]] 

(*) Corollaire : Soient V et W deux ouverts de E et X un sous-lieu, alors on a : 

xn{vuw) = {xnv)u(xr]W) 

(La vérification est immédiate.) 
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Lemme 11. Soient X, Y, L trois sous-lieux de E. Si L est ouvert ou fermé, alors 

Ln{xuY) = {Lnx)u{LnY) 

Preuve. Posons M = Ln(XUF), N = {Lr\X)U{LnY). Si L est ouvert, on a 
pour tout ouvert H 

Cm (H) =eLex uriH) = (e^ (H) n Cy (H) 
= eLex{H)neLeYiH) 
= eLnx{H)neLnYiH) ^ e^{H) 

et si L est fermé 

e^iH) = exuY^LiH) = exCLiB) neyeLiH) 
- exnL{H)neYnL{H) ^ e^iH) 

10 - Intérieur, extérieur, adhérence, frontière. 

On a encore pour un sous-lieu quelconque X de -E la tripartition usuelle en 
intérieur, frontière et extérieur. 

Définitions : 

Int X = plus grand ouvert contenu dans X 
X = plus petit fermé contenant X 
dX = Xn{E -IntX) 

Ext X — plus grand ouvert de E disjoint de X. 

Commentons la définition de l'extérieur. On montrera plus loin que l'ensemble 
des sous-lieux Y de E tels que XUY = E a nn plus petit élément X^. Mais 
celui-ci n'est pas nécessairement disjoint de X (i.e. X n'a pas toujours un 
"complémentaire" ) et son intérieur peut être strictement plus grand que l'extérieur 
de X. 

Vérifions les relations usuelles entre IntX, ExtX, X et dX. 

1) X = £; - Ext X (immédiat) 

2) dX = E - (Int X U Ext X) parce que 

Xn(E-IntX) = (^ - Ext X)n(£;- IntX) 
= E- (Ext X U Int X) 



3) Int X U = X : soit e le projecteur associé à Int X U(£;-Ext X U Int X)). 
On a pour tout ouvert H 

e{H) = ei^tx(^)n(^^UExtXUlntX) 

= H U(ei,t X (H) n Ext X) U{e,^, ^ (H) n Int X) 

Le dernier terme est contenu dans H ; d'autre part, ExtX C ei^txi-^) puisque 
ExtXnintX = 0. Donc 

e{H) = HUExtX. 
4:)ExtXUdX = E - Int X. En effet 

Int X n(Ext X U dX) = (Int X n Ext X) U(Int X n dX) 

= 

Int X U Ext X U 9X = Ext X U X d'après (3) 
= E 

5) X dense <^ e^(0) = 0. 

11 - Lieu générique, "l'intersection des complémentaires". 

Pour tout ouvert H de E, soit 

e^{H) ^IntH^ Ext (Ext (iî)) 

L'application est le projecteur associé à un sous-lieu 7 = 'y{E) : 

Il est clair que H C e^{H). Comme e^{H) C H on a e^{H) C H d'où 

Prouvons que pour tout couple d'ouverts H, K 

e^{HnK) = e^{H)r\e^{K) 
Puisque H r\K C H r\K, l'inclusion D est claire. 

Inversement, soit V un ouvert contenu dans HnK. Puisque V C H, alors H nV 
est dense dans V ; de même K nV est dense dans V. Donc HnKDV est dense 
dans y, d'où V C HnK. 

Proposition 1 et définition. ^{E) est le plus petit sous-lieu dense de E. On 
l'appellera lieu générique de E. 
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Preuve, a) 7(-E') est dense dans E. En effet, soit V un ouvert de E disjoint de 
-f{E). On a ^{E) G E-V, donc 

e^(0)De^_,.(0) = y 

or e^(0) = 0. 

b) Soit X un sous-lieu dense de E. Il faut montrer que pour tout ouvert H 
de E, onae^iH) C Soit V = n Ext iî. On a FnX C iï" et V"niï' = 0, 

d'où vnx = 0, et y = 0. 

Soit X un sous-lieu contenu dans tous les ouverts denses. Soient H un ouvert 
de £^ et F = iï U Ext H, qui est dense. On a : 

ey{H) = Ext (Extiï") =IntH = e^(if), donc e^(iï') D e^(iï). 

Par conséquent, 7(-E) est ainsi l'intersection de tous les ouverts denses. 

Lemme 12. Pour tout fermé F de E, on a 

^{E)nF = ^{E)nlntF. 



Preuve. Soit V l'ouvert complémentaire de F. D'après le lemme 9, j{E)r)F est le 
sous-lieu de 7(-E') complémentaire de ^{E) DV. Soit W = IntF = Ext F. Puisque 
VUW est dense dans E, on a ^(E) gVUW, donc(*) 

(7(^) n V) U{'y{E) n VF) = 7(£;) 

vnw = $ 

et d'après le lemme 8, 7(i?) r\W est le complémentaire de ^{E) DV dans 'y{E). 



(*) corollaire lemme 10. 
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II - IMAGE RECIPROQUE D'UNE REUNION 

1) Il s'agit de démontrer la proposition suivante : 

f 

Etant donnés un morphisme de lieux Y — > X et deux sous-lieux A, B de X , on 

r\AuB) = f-\A)ur\B) 



Lemme 1. Soient U un ouvert de X et F le fermé complémentaire. Soient 
X' = U U F la, somme disjointe de U et F, et p : X' — > X le morphisme 
canonique. L'application A i — )■ p~^{A) est une bijection entre sous-lieux de X et 
sous-lieux de X' . 

Preuve. 1) Soit A un sous-lieu de X. D'après le lemme 9 appliqué à l'inclusion 
A ^ X, on a 

A= {Anu)u{AnF) 

or 

(A n U) u{A n F) = p{p-\A)) 

2) Soient B un sous-lieu de J7 et C un sous-lieu de F. D'après le corollaire du 
lemme 10, on a 

un(BuC) = {unB)Li{unC) 

donc Un{BUC) = B 

Fn{BuC) = (Fns)u(FnC) 

donc Fn(SUC) = C. 

Par conséquent p~^p{A') = A' pour tout sous-lieu A' de X'. 

2) L'algèbre de Boole b{X) engendrée par les ouverts. 

Pour toute famille finie Ui,....,Un d'ouverts de X, soit At{Ui, . . . ,Un) 
l'ensemble des sous-lieux non-vides de la forme 



avec Hi — Ui ou H = X — Ui. 
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Soit b{Ui, . . . , Un) l'ensemble des réunions (y compris 0) de sous-lieux appar- 
tenant à At{Ui, . . . , Un). 

Corollaire 1 du lemme 1. Soient X' la somme disjointe des sous-lieux ap- 
partenant à At{Ui, . . . ,Un) et X' X le morphisme naturel. L'application 
A I — y p~^{A) est une bijection entre sous-lieux de X et sous-lieux de X' (et 
donc commute aux réunions j. 

Corollaire 2. b{Ui, . . . , Un) est stable par unions et intersections dans l'ensemble 
des sous-lieux de X, et c'est une algèbre de Boole pour ces opérations. 

Lemme 2. Pour tout H G b{Ui, ...,Un) ona f-\H) G b{f-\Ui), f'^illn)), 
et l'application 

H^r\H) 
b{Ui,..., Un) b{r\ut), . . . , r\Un)) 

est un morphisme d'algèbre de Boole. 

Preuve. Si H appartient à At{Ui, . . . ,Un) alors f~^{H) est vide ou dans 
At{f~^{Ui), . . . f~^{Un)) d'après le lemme 9. Soit Y' la somme disjointe des atomes 
sur f~^{Ui), . . . , f~^(Un). On a donc un diagramme cartésien 



Y' 



Y 



-y X' 



-y X 



d'où le résultat d'après les deux corollaires précédents. 

Soit maintenant b{X) l'ensemble des sous-lieux de X qui sont dans b{Ui, . . . , Un) 
pour au moins une famille finie d'ouverts Î7i, . . . , C/„. 

Proposition 1. a) b{X) est stable par intersections et unions (Gnies) dans 
l'ensemble des sous-lieux de X et c'est une algèbre de Boole. 



b) Pour tout H e b{X), on a f-^{H) e b{Y), et rapplication H ^ f~^iH) 
est un morphisme d'algèbres de Boole b{X) — > b{Y). 

c) si A, B sont deux sous-lieux de X et si H e b{X), alors H r\{A[J B) = 

(Hr]A)u(Hr]B). 

Preuve. Le point a) résulte de 

b{Ui,...,Un)Ub{Vi,...Vp)Gb{Ui,...,Un,Vi,...,Vp) 

Le point (b) est le lemme 2. Point (c) : corollaire 1 du lemme 1. 

Lemme 3. Tout sous-lieu de X est intersection Gltrante de sous-lieux de b{X). 

Preuve. Soit A un sous-lieu de X. Pour tout ouvert V de X, soit l'élément de b{X) 
suivant : 

Dv = VUiX-eAiV)) 
Dy appartient b{X) ; on va montrer que 

A = nDv 

V 

d'oii le résultat puisque b{X) est stable par intersections finies. 

a) A C. Dy pour tout ouvert V de X. On a, pour tout ouvert VF de X, 

= WU{ey{W)neAiV)) 

or e^{V) nAdV, donc 

ey{W)nej^{V)nAc ey{w)nv c w 

et 

ey{W)ne^{V)CeA{W) 

b) Soit A' l'intersection de Dy. Pour tout ouvert V, on a 

eA'iV) D e^^(y) = VU{ey{V)ne^{V)) = e^{V) 

donc A' C A. 



21 



Lemme 4. Soient A un sous-lieu de X et (Bi) une famille de sous-lieux de X. 
On a (*) : 

Au{nBi) = n{AuBi) 

i i 

Preuve. C est évidente. Supposons D fausse. D'après la le lemme 3 il existe alors 
H e b{X) tel que / = Au{nBi) soit inclus dans H et J = n(AU5j) ne soit pas 

i i 

inclus dans H 

Soit K le complémentaire de H dans b{X). On a 

lnK = $ JnK^$ 

d'après la proposition 1, b appliquée aux inclusions I X, J X. Or 
K n{AU Bi) = {K n A) U{K n Bi) (prop.l,c) 

= KnBi 

{*) Remarque : si X est un lieu, l'ensemble des sous-lieux de X, noté S{X) muni 
de l'inclusion n'est pas un lieu en général : en effet (cf [1,4]) l'intersection n'est 
pas en général distributive par rapport aux unions quelconques. Le lemme ci- 
dessus montre que S{X) devient un lieu lorsqu'on le munit de la relation d'ordre 
D. Le contre-exemple de [1,4] montre que ce lieu n'est pas en général booléen 
(contrairement à ce qui ce passe en topologie "ordinaire" ) . 

Les formules déjà établies entraînent que l'application qui à tout ouvert U de 
X associe X \ [U] définit un morphisme de lieu qx '■ S{X) — > X. De plus si X 
et Y sont deux lieux et f : X — > Y un morphisme de lieux l'application "image 
inverse" de S (Y) dans S{X) définit un morphisme de lieux F rendant commutatif 
le diagramme 



S{X) 



X 



S{Y) 



QY 



Y 



Autrement dit X i— ?> S{X) définit un foncteur de la catégorie des lieux dans elle- 
mômc, et la famille {qx '■ S{X) — > X)x un morphisme de ce foncteur dans le 
foncteur identité. 
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d'où KnJcnBiCi, K = $, H = X, J C H, contradiction. 



Corollaire. Si {Ai)i et {Bj)j sont deux familles de sous-lieux de X, alors 

{r\Ai)u{nBj) = n{AiUBj). 



Preuve. Posons A = nAi, B = nBj. 

i 3 

Le lemme 4 donne 

AUB = nAuBi 

3 

et aussi A\jBj = r\Ai\J Bj d'où le résultat. 



3) Fin de la preuve du résultat principal. 

Posons : 



A = nHi, B = r\Kj, avec Hi, Kj e b{X) 



3 



On a 



r\AuB) 



r\B) 



3 

f~^{r\{HiUKj)) (cor . lemme 4) 




3 



rHA)uf-\B). 
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III - THEORIE DE LA MESURE DANS LES LIEUX REGULIERS 



1. Définitions. 

Définition 1. Nous appellerons mesure (bornée) sur un lieu E toute applica- 
tion 

/i : Ouv(£') — y M"*" ayant les propriétés suivantes 

11(0) = 
UcV^ li{U) < ii(V) 

i^{u {jv) = fi{u) + ^{v) - fi{u n V) 

/i(Ul^) = sup/x(l^) pour toute famille filtrante croissante 
» i 

(Si E est un espace à base dénombrable, on démontre que cette notion est 
équivalente à celle de mesure borélienne (positive bornée)). 
On prolonge la mesure à l'ensemble des sous-lieux par 

l-i{X) — mi{fj,{V) I ^voisinage de X} 
Lemme 1. Pour toute suite croissante {Xn)neN de sous-lieux de E on a 

H{UXn) = SUp^(X^). 
" n 

Preuve. Soit £ > 0, et prenons une suite (e^) à termes > telle que Ee^ < e. Pour 
tout n, soit Vn un voisinage de tel que fi{Vn) — fJ^{Xn) < En- 

n 

Posons Wn= U Vk, W = UWn = U Vn. On a 

k=0 n n 

n 
k=0 

(vérification par récurrence : 

^^{Wn+l) = ^^iWn) + fiiVn+i) - ^^iWn n K+l) 

</i(W^n)+/i(K+l)-/i(^n) 

(puisque Wn H Vn+i est un voisinage de X^) 

< KWn) - f^{Xn) + fJ^{Xn+i) + En+l-) 



et donc 

li(W)(= sup iiÇWn)) < e + sup ii(Xn) 
Ceci implique /x(UX„) < sup/x(X„) ; l'inégalité inverse est triviale. 

n 

Définition 2. Un lieu est régulier si pour tout ouvert U de E, les ouverts V 
tels que V gU recouvrent U{*). 

Nous supposons désormais que le lieu E est régulier. 

Le but de cette section est d'établir deux résultats sans équivalent dans la 
théorie classique. 

1) Additivité stricte pour la mesure des sous- lieux 

li{A UB) = n{A) + n{B) - ii{A n B) 

2) Réduction : Pour tout sous-lieu A de E, l'ensemble des sous-lieux A' de A 
tel que t^{A') = a un plus petit élément Rij,{A). 

2. Restriction d'une mesure à un sous-lieu. 

Lemme 2. Tout sous-lieu de E est intersection de ses voisinages. 
Preuve. Soit A un sous-lieu de E. Il suffit de montrer que 

ej^{H) = [Jey{H), {V voisinage de A) 

Soit W un ouvert tel que W C K = e^{H). L'ouvert 

V = (E-W)UH 

est un voisinage de A. En effet 

Anv = {An{E -W))u{AnH) 
= {An{E-W))u{AnK) 
= An{Ku(E-W)) = AnE = A. 

(*) Si X est un espace régulier alors le lieu associé est régulier ; Voir V, corollaire 
à la proposition 5. 
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Or WnV = WnH C H donc 

W C ey{H) 

Puisque e^{H) est recouvert par les W tels que W C e^{H), la proposition est 
démontrée. 

Lemme 3. Pour tout ouvert U de E, on a 

t,{U) + t,{E-U) = t,{E). 

Preuve. Soit (Va) la famille des voisinages de E — U, et posons Wq, = Ext(Fo;)- 
Les Wa forment une famille filtrante croissante dont la réunion est U, d'où 

or ij{Wa) + fiÇVa) < IJ{E), d'où + ii{E -U)< ii{E). 
Lemme 4. Pour tout ouvert U de E et tout sous-lieu A on a 

li{A) = ii{A nu) + ii(A r]{E -U)). 

Preuve. Soit W un voisinage de A. La restriction de fi k Ouv(W^) est une mesure, 
donc d'après le lemme 3 

ij(w) = iiÇw uu) + ii(wn(E - U)) 
> ii{Anu) + ii{An{E-u) 

donc 

li{A) > ij{AnU) + ii{An{E-U)). 
Corollaire 1. Etant donnés deux ouverts U, V de E et un sous-lieu A, on a 

i^{An{uuv)) = ii{Anu) + i^{Anv) - i^{Anu nv) 

Preuve. D'après le lemme 4 on a 

i^{A n{u u V)) = fi{A) - fi{A n{E - U) n{E - v)) 
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d'autre part 

ld{A) = ^{A nu)+ ij{A n{E - U)) 

= i^{Anu nv) + niAnu n{E - V)) + ii{An{E - U) nv) 
+ ii{An{E-u)n{E-v)) 

donc 

ii{A n{u uv)) ^ ij{Anu nv)) + fi{Anu n{E -v) + ii{A n{E -u)nv) 
= ii{Anu) + ii{An{E-u)nv) 

= ii(A n [/) + n{A r]{E-u)r]V) + niAnunv)- fiiAnunv) 
= iiiAnu) + niAnv) - n(Anunv) 

Lemme 5. Pour toute famille filtrante croissante {Va) d'ouverts de E et tout 
sous-lieu A, on a 

ii{A n{u Va) ^ sup i^{An Va) 

a a 

Corollaire. Restriction d'une mesure. 

Soient A un sous-lieu de A et i : A — > E l'inclusion. L'application : 

V ^ fxii{V)) 
Ouv {A) — > M+ 

est une mesure sur A. 
Preuve du lemme 5. 

> : parce que A n(U Va) D An Va 

< : soit £ > et VF un voisinage de A tel que fxÇW) — t^{A) < e. 
Pour tout a on a 

^{A n Va) + ^{A n{E -Va)) = (lemme 4) 

fi{w nVa) + i^{wn{E - Va) = fi{w) 

donc fj,{W n Va) < fJ,{A nVa) + e 

i^iAnuVa) < fi{wn{uVa)) = sup^w^nv;) 

< supii{AnVa) + e 
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3. Sous-lieux réduits et additivité de la mesure. 

Proposition 1 et définition. Pour tout sous-lieu A de E, l'ensemble des sous- 
lieux A' C A tel que fJ-{A') = fJ,{A) admet un plus petit élément Rfj,{A) ("/i- 
réduction"). On dira que A est fj,-réduit si A = 

Quitte à restreindre la mesure, on peut supposer A = E. 

Preuve. Pour tout ouvert U de E, soit e^{U) la réunion des ouverts V D U tels 
que n{V) = n{U). Si V et V sont deux tels ouverts, alors 

i^(y U V) = fi{V) + ^{V) - fi{V n V) 

donc d'après l'axiome des réunions filtrantes 

Nous prouvons maintenant que est le projecteur associé à un sous-lieu. 

1) U CV=^ e^{U) C e^{V). En effet 

t,{VUe^{U)) = t,{V) + t,{U) - t,{Vne^{U)) = fi{V). 

2) e^ie^iU)) = e^iU) évident 

3) e^iUnV) = e^{U)ne^{V), en effet 

Ke^.{U)ne^{V)) = KU) + niV) - A^(e^(C/) U e^(F)) 

< ij{u) + ^{V) - ^{u u F) = i^{u n V) 

d'oii e^{U) ne^(F) C e^(t/nF) ; l'autre inclusion est triviale. 

Soit R le sous-lieu de E défini par e^. On va montrer que les voisinages 
de R sont exactement les ouverts V tels que iJ-iV) = fJ-iE) d'où en particulier 

(a) Soit V un voisinage de R. Pour tout ouvert W, on a 
Int{WU{E - V)) = ev{W) C e^{W). 
SiW^V, cela donne E = e (F), donc id{V) = ij{E). 
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(b) Soit V un ouvert de E tel que fiÇV) = IJ,{E). Pour tout ouvert H de E, 

on a 

= KH) 

Si H = ey{W), on aVnH = WnH, d'où 

fi{ey{W)) = t,{W) et ey{W)Ce^{W). 

Soit maintenant X un sous-lieu de E tel que ;U.(X) = n{E). Pour tout voisinage 
V de X, on a fi{V) — i-i{E), donc F est un voisinage de R, d'où R G X d'après le 
lemme 2. 

Lemme 6. Pour toute suite décroissante (Vn) d'ouverts de E, on a 

Mnyn) = mfMK). 

Preuve. Posons I ^ nVn, = E - Vn, G = U F^. On a GU I = E. En effet 

n n 

G U(n Vn) = n(G U Vn) (voir chap. II, lemme 4) 

n n 

Dn{FnUVn) = E. 
n 

Par conséquent > /i(-E) — jjt'iG). 
Or = sup//(F„) donc 

> inf - pi{Fn)) 

= inf //(IÇi,) (Lemme 3) 

d'où l'égalité puisque / C T4, pour tout n 

Lemme 7 (et principal). Pour toute famille filtrante décroissante {Ai) de sous- 
lieux de E, on a 

/i(nAi) =inf/x(Ai). 

i i 

Preuve. Soit (Va) la famille filtrante des voisinages des A^. On a 

n 14 = n A, 

a i 

inf fJ,{Va) = inf iJ,{Ai) 
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Prenons une suite croissante (q;„) telle que 

lim n{VaJ = mîii{Va) (noté A). 

n — ^oo a 

Soit I — nVn- D'après le lemme 6, 

= A 

On va montrer que Rn{I) C Va. pour tout a, ce qui achèvera la démonstration. Il 
suffit d'établir 

/u(Va n I) = //(I) pour tout /3 

Or M^/sn/) = inf/i(y^nF«J. 

n 

Soit 7 > /5, «n- On a 

Théorème 1. Quels que soient les sous-lieux A, B de E, on a 

li{A UB) = ii{A) + n{B) - n B) 

Preuve. Soient (Va) la famille des voisinages de A et (VF/j) celle des voisinages de 
B. On a 

I^{AUB) = Mi^ÇVaUWfs) 
et d'après le lemme 7 et le lemme 2 

/x(Ans) = mfii{VanWf3) 

donc 

fiiA UB) + fiiA nB) = M{fx{Va U Wf3) + fiiVa) n Wp)) 

= mî{fi{Va) + fiiWf^) = l^{A) + ii{B) cqfd 

Corollaire. Supposons que E soit un espace topologique. Soit A un sous-espace 
de E et B le sous-espace complémentaire. Si le sous-topos AnB est vide (ou plus 
généralement de mesure nulle) alors A est mesurable. 
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4. Support fin d'une mesure. 

Théorème 2 - Ire version(*). L'ensemble des sous-lieux fx-réduits de E, ordonné 
par inclusion, est une algèbre de Boole complète. Elle constitue donc l'ensemble 
des ouverts d'un lieu B{E,ij). L'application V i — > RiJ.{V) déGnit un morphisme 
B{E, II) E. La mesure des sous-lieux déûnit une mesure sur B{E, //). 
La preuve résulte des lemmes suivants. 

Lemme 8. Toute réunion de sous-lieux /i-réduits de E est fx-réduite. 

Preuve. Soit (Ai) une famille de sous-lieux /^-réduit et A — UAi. Soit A' G A tel 

i 

que /i(A') = A*(^)- Pour tout indice i on a 

fx{Ai n A') = fx{Ai) + n{A') - fi{Ai U A') 

= + fi{A) - fi{A) = 

donc n A' = Ai puisque Ai est /x- réduit, d'où Ai C A et A' = A. 

Lemme 9. De toute famille de sous-lieux réduits de E on peut extraire une famille 
dénombrable qui a la même réunion. 

Preuve. Quitte à ajouter les réunions finies, on peut supposer qu'il s'agit d'une 
famille filtrante croissante (Ai). Soit (in) une suite croissante d'indices telle que 

\im ii{AiJ = sup ij{Ai) (noté A). 

n i 

Posons B — UAi^^. Je dis que Aj C B pour tout j. Il suffit de montrer que 

MA, ns)>M^). Or 

li(Aj nB)> sup i^iAj n AiJ 
l^iAjHAiJ = ix{Aj) + fi{A,J - fi{AjUAiJ 
> l^{Aj) + i^{AiJ - X 

et lim id{AiJ-X = 0. 

n — >oo 

Corollaire. Pour toute famille filtrante croissante (Ai) de sous-lieux ji-réduits de 
E on a 

//(U Aj) = sup //(Ai) 

i 

(*) Il n'y a pas de 2me version 
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(résulte du lemme précédent en appliquant le lemme 1). 

Lemme 10. Pour tout sous-lieu A de E, il existe un sous-lieu B tel que 

li(AnB) = 

Preuve. Soit (Vn) une suite décroissante de voisinage de A telle que 

//(A) =lim//(Fn) 

et posons 

Bn = E — Vn 
B = UBn 

n 

On a fJ>{B) = sup //(-Bn) = sup IJ>{E) — /^(VÇj) = fJ>{E) — ii{A) donc 

n n 

f,{B) + i^{A) = t,{E) 

Et aussi 

li{A UB) = sup ii{A U Bn) = At(A) + sup )u(-B„) 

n n 

D'où //(A ni?) = d'après le théorème 1. 

Etant donnés deux sous-lieux //-réduits A, B de E, posons 

AnB = Rf^{Ar\B) = le plus grand sous-lieu /i-réduit contenu dans A et 5 

Lemme 11. Pour tout sous-lieu fj,-réduit A et toute famille filtrante croissante 
(Bi) de sous-lieux jx-réduits, on a 

An(uSi) = u(AnSj). 

i i 

Preuve. D'après le lemme 9, il existe une famille dénombrable (i^) telle que 

UBi =UBi noté B 

n ^ i 

U{AnBiJ ^U{AnBi) notée 
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On a alors 

n 

= \im{fi{A) + fi{BiJ - fi{AnBiJ 

n 

= ii{A) + i^{B) - fxiC) 
donc fi{C) = ijiAnB), d'où C = Ar]B. 

La preuve du théorème 2 découle maintenant de la propriété de distributivité 

An{BuC) = {AnB)u{AnC) 

valable quel que soient les sous-lieux A, B, C de E . 
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IV - ZONES D'ENCHEVETREMENT 

1. Zones d'enchevêtrement. Proposition 1. a) Tout sous-lieu d'un lieu 
booléen est ouvert. [[voir preuve ci-dessous(*).j] 

b) Tout sous-lieu de E [[lieu quelconque]] est réunion de ses sous-lieirx booléens. 

c) Tout sous-lieu booléen B est égal au lieu générique de son adhérence. 

Preuve de b. Soient A un sous-lieu de E et B la réunion des sous-lieux booléens de 
A. Si S 7^ A, il existerait un sous-lieu C tel que B nC = $ et AnC $ (Preuve : 
soit V un ouvert tel que esiV) caCV). On prend C = esiV) n{E- CAiV)). On 
a 7(A n C) n S = 0, or ^{A nC) (ZB par définition. 

Preuve de c. Soit F l'adhérence de B. Puisque B est dense dans F, on a j{F) C -B, 
et donc 7(-F) est un ouvert de B ; son complémentaire dans B est intersection de 
B et d'un ouvert V de F. On a 

= y n 5 n 7(F) = vn 7(F) 

donc y = 0, d'où 7(F) = B. 

Définition. Soient A et B deux sous-lieux de E. Appelons zone d'enchevêtrement 
de A et B tout fermé F tel que AO F et B D F soient denses dans F. 

Proposition 2. Il existe une zone d'enchevêtrement e{A, B) qui contient toutes 
les autres. 

Preuve. Soit (Fq,) la famille des zones d'enchevêtrement de A et S , et C sa réunion. 
L'adhérence de AoC contient AD Fa, donc Fa, pour tout a. Mme chose pour B. 
Donc C est une zone d'enchevêtrement, cqfd. 

Proposition 3. AoB = e{A, B). 

Preuve. Soit F = e{A,B). Puisque A H F et B H F sont denses dans B, ils 
contiennent 7(F), donc Af] B est dense dans F. 

2. Critères de complémentabilité. 

(*) Un lieu booléen étant régulier, tout sous-lieu est l'intersection de ses voisi- 
nages ouverts donc aussi fermés donc tout sous-lieu est fermé donc ouvert. . . . 
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Proposition et définition 4. Soit X un sous-lieu d'un lieu E. L'ensemble des 
sous-lieux Y de E tel que X\JY = E aun plus petit élément X'^. Soit F l'adhérence 
de X n X"". X n F est d'intérieur vide relativement à F. [[Si X n X"" = $ alors on 
dit alors que X possède un complémentaire (X'^) ou que X est complémenté]]. 

Corollaire. Pour que X ait un complémentaire il faut et il sufRt que pour tout 
fermé F tel que X n F soit dense dans F, on ait IntpiX n F) 7^ 0. 

Preuve de la proposition 4. Soit V un ouvert de E tel que V H F C X H F. Soit Y 
le complémentaire deVnF. On aYU X ^ E, donc X" G Y et XT\V n F = 0, 
OT XT\F est dense dans F, donc V HF = 

Preuve du corollaire. 

Condition nécessaire. Soit F un fermé tel que X f] F soit dense dans F. Alors X^ 
n'est pas dense dans F, sinon 'j{F) C X f] X'^ donc il existe un ouvert V tel que 

vnx'' = $etvnF^$. 

Condition suffisante : immédiat. 

On suppose maintenant que E est un espace. 

Lemme 1. Tout sous-lieu complémenté est un sous-espace. 

Lemme 2. Pour tout sous-espace X de E, X^ est le complémentaire ponctuel de 
X. 

Proposition 5. Pour qu'un sous-lieu de E soit complémenté, il faut et il sufRt 
que ce soit un sous-espace et qu'il n'ait pas de zone d'enchevêtrement avec son 
complémentaire ensembliste. 

Preuve. Soit X un sous-lieu de E. Si X f] X^ = 0, alors tout point de E est soit 
dans X soit dans X'^. Soit Y, (resp Y') le sous-espace formé des points de X (resp. 
X"). On a 

YUY' = E, Y CX 

ynr' = 0, y'cx" 

donc Y = X et Y' — X^ ; ceci prouve directement la proposition. 
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V - ANNEXE : SOUS-ESPACES ET SOUS-LIEUX D'UN ESPACE 
1. Sous-lieu associé à un sous-espace. 

Notations. On fixe pour la suite un espace (topologique. . . ) Le lieu associé à 
E sera noté [E] et de même, pour tout sous-espace X de E, le sous-lieu de [E] 
associé à X sera noté [X]. Si on note i l'inclusion de X dans E, le sous-lieu [X] 
est défini par le projecteur et donc par la formule : 

VV", W, ouverts de E W C e^x] iV)^WnX cV 

Remarque 1 : comparez avec le lemme 7 (ch I). 

Remarque 2 : la trace sur X définit une bijection canonique entre les ouverts de 
[X], (i.e. les ouverts de [E] fixes par e^x]) ouverts de X. 

Proposition 1. Soient X etY deux sous-espaces deEetU un ouvert de E alors : 

a) X CY ^[X]C [Y]. 

b) X CU ^[X]C [U]. 

c) Si E vériGe que tout sous-espace est intersection de ses voisinages (par exemple 
si E est séparé ou simplement à points fermés) alors on a l'équivalence : 

X CY ^[X]C [Y]. 

Preuve. Le a) est clair. Pour b) l'implication directe est donnée par a) ; pour la 
réciproque nous avons les équivalences : 

[X] C [U] « e[f,] C e^x] 

^ yV,WeO{E), w c e^ujiV) ^ w c e^x]iV) 

<^ yv,weO{E), W nu cv nx cv 

En particulier si on prend W = E,V = U on a : XcU. 
Pour c) nous avons (comme ci-dessus) les équivalences : 

[X] c [Y] ^ e^y^ C e^x] 

^ yV,WeO{E), w c e[Y]{V) ^ w c e^x]iy) 

<^ yv,weO{E), wnY cv ^wnx cv 



Posant alors W = E on en déduit : 

[X] c [Y] =^ VI/ e 0{E), Y CV =^ X CV 

Et donc si tout sous-espace de E est intersection de ses voisinages on a : 
[X] C[Y] =^ X cY. 

Remarque 3 : si E vérifie les hypothèses de b) on a une injection (croissante) 
de l'ensemble des sous-espaces de E dans l'ensemble des sous-lieux de [E]. On a 
en général plus de sous-lieux que de sous-cspaccs : par exemple si E est séparé 
non vide sans point isolé alors le lieu générique de E (voir Chap I, par. 11) ne 
correspond à aucun sous-espace car il n'a pas de point et il est dense). 

2. Intersections avec des ouverts et des fermés. 

Proposition 2. Soit U un ouvert de E, et X un sous-espace. On a la formule : 

[unx] = [u] n [X] 



Preuve : On a d'une part (cf I. lemme 10), e^j^jp^jj^j = e^j^jCj^^j d'où 

W C e^u]n[x]iv) ^wnu C e^x]{v) ^{wnu)nx cV 

que l'on peut encore écrire sous la forme : W r\{U OX) C F et ceci est équivalent 
Pour les fermés de i? on a : 

Proposition 3 : Soit F = E\U un fermé de E alors : 

i) Le sous-lieu [F] est égal à[E]\[U]. 

a) Soit X un sous-espace de E, on a[X nF] = [X] n [F] . 

Preuve : laissée au lecteur. . . 

3. Union de sous-espaces et union de sous-lieux. 

Proposition 4. Soit {Xi)i^i une famille de sous-espaces de E, on a la formule : 

U[Xi] = [UXi] 

(autrement dit : le sous-lieu associé à une union de sous-espaces est l'union des 
sous-lieux.) 
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Preuve : par définition d'une union de sous-fieux on a 

« Vi, F n Xi c [/ 
^ u{vnXi)cu 

i 

<^ Fn(uXi)ct/ 

i 

Remarque 4 : Si X et F sont deux sous-espaces on a seulement : 

[X n y] c [X] n [y] 

Par exemple dans R, les sous-espaces Q et R \ Q sont ensemblistement disjoints 
mais étant deux parties denses de R, les sous- lieux associés [Q] et [R\Q] sont denses 
dans [R] et ont donc une intersection dense (car elle contient le lieu générique. . . ). 

Proposition 5. Soit X un sous-espace de E alors on a ; 

Ext[X] = [ExtX], 'ÎX]=[X], [IntX] C Int[X], et d[X] C [Fr{X)]. 

De plus si E vériûe que tout sous-espace est intersection de ses voisinages alors on 
a Int[X] = [IntX] et d[X] = [Fr(X)]. 

(d[X] ='ÏX]n{E\ Int[X]) (voir Chap. I, par. 10) ; Fr{X) = X n {E \Int X) = 
Ë\IntE). 

Preuve : Ext X est le plus grand ouvert U tel que [/ fl X = ; donc la proposition 2 
nous dit précisément que cela est équivalent à [f/]n[X] = 0, d'où Ext[X] = [Ext X]. 
Pour l'adhérence on a 

|XJ = [^] \ Ext[X] = [E] \ [ExtX] = [E\ Ext X] = [X]. 

L'intérieur de [X] est le plus grand ouvert inclus dans [X] ; si U est un ouvert de 
E alors U C X ^ [U] C [X] d'où Int[X] C [IntX] 
L'inclusion ci-dessus entraine d[X] C [Fr{X)]. 

Le cas où E vérifie que tout sous-espace est intersection de ses voisinages est alors 
clair. 

Corollaire. Si E est un espace topologique alors : 

E est régulier [E] est régulier 

Application. L'énoncé précédent entraine que l'on peut appliquer les théorèmes 
du chapitre III aux mesures boréliennes finies positives sur les espaces réguliers ; 
par exemple à muni de la mesure angulaire sur les ouverts . . . 



